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25-20 .لیزر در پزشکی؛  1397،  دورۀ 15،  شمارۀ 4،  صفحات:

مد اپتیکی جایگزیده در زیست-حسگرهای فوتونیکی

خلاصه

مقدمه: در ســال​های اخیر توجه زیادی به فناوری بلورهای فوتونیکی معطوف شده است. امکان 
ساخت حسگرهای با حساسیت بالا از مهم-ترین کاربردهای بلورهای فوتونیکی در شاخۀ پزشکی 
است. افزون​بر​این، تولید کم​هزینۀ زیست​حسگرهای بلور فوتونیکی از دیگر مزایای آن​ها به​شمار می​رود. 
از​دیگرسو، گذار بین حالت​های جایگزیده و ناجایگزیده از موضوع​های مورد علاقه در سال​های اخیر 
بوده است. مطالعۀ حاضر گذار بین این حالت​ها را برای یک بلور فوتونیکی غیر متناوب مورد مطالعه 
قرار می​دهد. هدف از انجام مطالعه، بررسی امکان جایگزیدگی نور در چنین بلورهایی است. بدین 
منظور مدل تنگ-بست یک​بعدی با در​نظرگرفتن جهش فوتون به دومین همسایگی نزدیک در​نظر 
گرفته‌ می​شود. نتایج حاصل از نظریۀ جایگزیدگی بیانگر این است که برای ثابت جهش صفر، فوتون 
جایگزیده می​باشد و با افزایش مقدار ثابت جهش به همسایۀ دوم، طول جایگزیدگی فوتون افزایش 
می​یابد و تابع موج فوتون گســترده می​شود. در​مقابل، مشاهدات حاصل از نظریۀ آشوب کوانتومی 
نشان می​دهد که برای ثابت جهش صفر، تابع توزیع نسبت فاصلۀ ترازی متوالی از تابع توزیع پواسونی 
تبعیت می​کند و با افزایش مقدار ثابت جهش به ســمت تابع توزیع ویگنر-دایسون میل می​نماید 
در​نتیجه در حالت گســترده، افت و خیز ترازهای انرژی با آمار آنسامبل جی اُ ئی توصیف می​شود.

روش بررســی: مطالعۀ رفتار الکتریکی ســاختارهای بلوری دارای نقــص در قالب نظریۀ 
جایگزیدگی اندرسون ممکن است. در مطالعۀ حاضر نیز با اساس قرار دادن این نظریه از روش 
ماتریس انتقال و طول جایگزیدگی به​منظور بررســی رفتار جایگزیدۀ فوتون در بلور فوتونیکی 

غیرمتناوب یک​بعدی بهره می​گیریم.

یافته‌ها: در پژوهش حاضر، طول جایگزیدگی توابع موج فوتونی به​ازای مقادیر متفاوت انرژی 
و در حضور احتمال جهش به همسایۀ دوم با شدت​های متفاوت محاسبه شد. مطالعۀ حاضر که 
برمبنای تعمیم مدل تنگ-بســت انجام گرفته است، نشان می​دهد در گسترۀ خاصی از انرژی 
می​توانیم شــاهد گذار بین حالت​های جایگزیده و ناجایگزیده باشیم و در​نتیجه بلور فوتونیکی 

مورد مطالعه قابلیت انتقال فوتون را خواهد داشت.

نتیجه‌گیری: در پژوهش حاضر امکان جایگزیدگی فوتون در یک بلور فوتونیکی غیرمتناوب 
یک​بعدی مورد بررسی قرار گرفت. نتایج به​دست-آمده نشان می​دهد در شرایط خاصی می​توان 
شاهد گذار بین حالت​های گسترده و جایگزیده بود که همین موضوع اتفاق امیدوارکننده​ای در 

حوزۀ ساخت نانوابزارهای فوتونیکی به​منظور کاربرد در حوزۀ پزشکی می​باشد.

واژه‌های كليدی: بلور فوتونیکی، نظریۀ آشوب کوانتومی، توزیع نسبت فاصلۀ ترازی متوالی، 
گذار جایگزیده-ناجایگزیده، طول جایگزیدگی
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جاوید ضیائــی و همکــاران            21

مقدمه
در طول دهۀ گذشــته، پیشــرفت در مدارهای مجتمع1 تحول شگرفی 
را در حوزۀ نوآوری​های فنی شــکل داده اســت. در قرن پیش رو، زیست​
فناوری2  در توســعه و بهبود اســتانداردهای زندگی نقش به​ســزایی ایفا 
خواهد کرد. در​این​میان، زیست-حسگر3هایی که با پیشرفت​های اخیر در 
حــوزۀ اپتیک، فوتونیک و علوم مواد توســعه یافته​اند، نقش بی​بدیلی ایفا 
 خواهند کرد. زیست-حســگرها می​توانند در کاربردهای وسیعی از​جمله
برهمکنش​های زیســت-مولکول​ها و تشــخیص بیماری​ها مورد استفاده 
قرار گیرند. روش​های تشــخیص بدون برچسب برهمکنش​های پروتئین-

پروتئیــن و پروتئین-دی ان آ و همچنین پیوندهــای پروتئین لیگاند در 
تشخیص بیماری​ها اهمیت فراوانی دارند. بلورهای فوتونیکی می​توانند این 
امکان را فراهم آورند. آن​ها قادر هستند مولکول​ها و پیوندهای بیماری​زا با 

حجم نمونۀ کم را که غلظت کمی دارند، تشخیص دهند]1[.

بلورهای فوتونیکی که می​توانند مدهای اپتیکی موضعی را ایجاد کنند، 
گزینۀ مناسبی برای بهبود برهمکنش نور-ماده هستند. بلورهای فوتونیکی 
 ترکیــب متناوبی از مواد دی​الکتریک هســتند که در ابعاد متناســب با

طول​موج فوتون تکرار می​شوند. این محیط دی​الکتریک متناوب کم اتلاف 
می​توانــد به​منظور تولید گاف نواری فوتونیکی مورد اســتفاده قرار گیرد. 
این گاف نواری می​تواند مانع انتشــار نور در بســامدهای مشخصی گردد. 
از​طرف​دیگر بلورهای فوتونیکی قادر به تولید مدهای اپتیکی هســتند که 
 می​تواند نور را در داخل ســاختار جایگزیده نماید. کشــف ســاختارهای

دی​الکتریکــی که می​توانند نور را جایگزیده کنند، یکی از دســتاوردهای 
مهم در حوزۀ علم اپتیک به​شمار می​رود. ساختار باند سیستم​های متناوب 
به​طور وســیعی در مطالعات گذشته مورد مطالعه قرار گرفته است. در این 
مطالعه ســعی داریم مطالعۀ خــود را روی بلورهای فوتونیکی غیرمتناوب 

دارای نقص متمرکز کنیم]2و3[. 

درسال‌های اخیر، بررسی خواص رسانایی و انتقال الکتریکی در مقیاس 
نانو توجه بسیاری از محققان را به​خود جلب کرده است]4و5[. مواد جامد 
 واقعی ازجمله فلزات و آلیاژها همیشه شامل یک درجۀ خاص از اختلال​های
ناشــی از ناخالصی​ها و دررفتگی​ها هســتند، بدین ترتیب ترکیبات اتمی 
همیشــه به‌دور از حالت ایدئال خود می​باشند و درنتیجه خواص فیزیکی 
آن‌هــا تا حد قابل‌توجهی با داده​های تصادفی تعیین می‌شــود]6[. نظریۀ 
جایگزیدگی، خواص رســانایی مواد را در حضور ناخالصی تحلیل می‌کند. 
از این دیدگاه، ســه رژیــم انتقال وجود دارد: حالت فلــزی، جایگزیده و 
بحرانی. در سال 1951 اندرسون پیشگویی کرد ناخالصی‌هایی که در یک 
شبکۀ کریســتالی به‌صورت تصادفی توزیع‌شده‌اند، می‌توانند فوتون را در 

1. Integrated circuits

2. Bio-technology

3. Bio-sensor

ناحیۀ مشــخصی از فضا جایگزیده کنند]7[. ازطرفی وی نشان داد زمانی​
که بی‌نظمی تا آســتانۀ یک مقدار بحرانی افزایــش یابد، تمام حالت‌های 
فوتونی تبدیل به عایق می‌شوند. بنابراین این سیستم​ها می‌توانند با تغییر 
شــدت بی‌نظمی تحت گذار عایق-رســانا قرار بگیرند. همچنین در سال 
 1979 آبراهام و همکاران]8[ نشــان دادند که گذار عایق-رســانا فقط در

سیســتم​های ســه‌بعدی اتفاق می​افتد و برای سیســتم​های یک‌بعدی و 
دوبعدی تابع موج​های فوتونی در سیســتم جایگزیده هســتند. تا اینکه 
درســال 1981 پیشارد و سارما]9[ نشــانه​هایی از گذار عایق-رسانا را در 
سیستم​های دوبعدی مشاهده کردند و در سال 1990 دیوید و فلیپ]10[ 
با بررسی یک سیستم یک‌بعدی تنگ‌بست با دو سایت انرژی غیرهمبسته 
نشــان دادند که اگر یک یا هر دو ســایت انرژی به​صــورت تصادفی بین 
دو مقدار مشــخص اختیار شــوند، تابع موج فوتــون از حالت جایگزیده 
به گســترده تبدیل می‌شــود. در بررسی سیســتم​های یک‌بعدی مورا و 
مارســلو]11[با اعمال هم​بستگی بلند برد بین اختلال​های واردشده نشان 
دادند که تابع موج این سیســتم​ها گذاری از حالت عایق به حالت رســانا 
خواهد داشــت. همچنین گذار عایق-رسانا را شیما و نمورا]12[با بررسی 
طول جایگزیدگی فوتون با اختلال​های قطری بلند برد در سیســتم​های 
یک‌بعدی تنگ‌بســت مشــاهده کردند. یکی دیگر از کارهایی که در این 
زمینه انجام شــد بررســی سیستم​های یک‌بعدی در شــبکه​های فوتونی 
اســت که با اعمال میدان​های موهومی سیستم یک گذار عایق-رسانا غیر 
هرمیتی را تجربه خواهد کرد]13[. در دهه​های اخیر به​دلیل اهمیت بسیار 
سیســتم​های کوانتومی محققان سعی در پیدا کردن مقادیر بحرانی برای 
گذار عایق-رســانا در سیســتم​های یک‌بعدی کرده​اند که مرز بین منظم 
 )جایگزیده( و نامنظم )گسترده( بودن سیستم دینامیکی را نشان می​دهند.
تئوری آشوب کوانتومی یکی از ابزارهای مهم برای به​دست​آوردن و تفسیر 

این نقاط است]14-16[.

مطالعــۀ نظری خواص سیســتم​های کوانتومی با معادل آشــوبناک آن 
در مکانیک کلاســیک معروف به آشوب کوانتومی است. بااینکه یک ابزار 
قطعی برای نشان دادن وقوع آشوب در سیستم​های کوانتومی وجود ندارد، 
ولی در دهه​های گذشــته روش​های متفاوتی برای بررســی آن به وجود 
آمده اســت]19-17[. نمای لیاپانوف کوانتومی یکی از مهم‌ترین روش​ها 
برای بررسی آشــوب کوانتومی است که بر پایۀ کاهش و یا افزایش دامنۀ 
موج در سیســتم​های کوانتومی تعریف می​شود]15،20و21[. مطابق این 
تعریف هرچه مقدار نمای لیاپانوف کمتر باشــد، سیستم به حالت بی​نظم 
)آشوبناک( نزدیک‌تر می​شود. ازآنجایی‌که بررسی حالت‌های جایگزیده و 
خــواص گذارها با یک اثر کوانتومی خالص توضیح داده می‌شــود، در این 
مطالعه ســعی می‌کنیم با اســتفاده از نظریۀ آشوب کوانتومی، تناظر بین 
پیشــگویی‌های این نظریه را با نتایج حاصل از گذار اندرسون برای فوتونی 
که در داخل یک شــبکۀ کریستالی ناخالص دو پتانسیلی در حال حرکت 
اســت، مورد بررسی قرار دهیم. سیستم​های تنگ​بست مرسوم برهمکنش 
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نزدیک‌ترین همســایه​ها را در​نظر می‌گیرند در ایــن مقاله قصد داریم با 
درنظر گرفتن برهمکنش دومین همســایه​ها و با استفاده از دو ابزار نمای 
لیاپانوف و توزیع نســبت فاصلۀ ترازی متوالی که هر دو ابزارهای آشــوب 
کوانتومی هســتند به تحلیل و بررســی گذار عایق-رسانا در سیستم​های 
یک‌بعدی مختل​شدۀ تنگ​بســت بپردازیم. در بخش بعد مدل هامیلتونی 
سیستم​های تنگ​بســت را با در​نظر گرفتن همسایه​های دوم می​نویسیم 
 در بخش​ ســوم به معرفــی روش ماتریس انتقال و آمــار ترازهای انرژی
می​پردازیــم. بخش چهــارم معطوف به محاســبۀ طــول جایگزیدگی و 
محاســبات مربوط به آمار ترازهای انرژی است و در بخش آخر نیز بحث و 

نتیجه‌گیری کلی را خواهیم داشت.

مدل تنگ-بست دوپتانسیلی

تحول تابع مــوج یک تک-فوتون در داخل بلور فوتونیکی غیرمتناوب با 
هامیلتونی زیر توصیف می‌شود:
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ام شبکه است که به​علت  n  بســامد مشدد واقع​در موقعیت
nω که در آن

ثابت جهش 
1t وجــود نقص در بلور به‌صورت تصادفی انتخاب می‌شــود.

2t ثابت جهش فوتون به دومین همســایگی  فوتون به ســایت مجاور و 
نزدیک در​نظر گرفته‌شــده است. بدون کاستن از عمومیت مسئله با فرض 
همســانگرد بودن شبکه ضرایب جهش مســتقل از موقعیت خواهند بود. 
ام n nc نیز مســئول خلق و نابودی فوتون در موقعیت  + و

nc  عملگرهای
بلور هستند.

روش بررسی
در این قســمت روش بررســی که برمبنای طــول جایگزیدگی و آمار 

ترازهای انرژی بنیان شده است، توضیح داده می​شود.

طول جایگزیدگی

روش ماتریس انتقال روشــی عددی بــرای تحلیل و مطالعۀ محیط‌های 
بی‌نظم، نقــاط بحرانی و نماهای بحرانی اســت]22[. در این روش نمای 
 لیاپانوف و طول جایگزیدگی با استفاده از حل​های عددی محاسبه می​شوند.
با استفاده از رابطۀ )1( می‌توان رابطۀ بازگشتی زیر را برای دامنۀ تابع موج 

در موقعیت‌های مختلف نوشت:
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با تعمیم این روند بازگشتی، به رابطۀ کلی زیر می‌رسیم:
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) 2+N , 1−N NT دامنۀ تابع موج رابین نقاط شبکه )  که ماتریس انتقال
انتقال می​دهد.

) )با تعریف  ) N
NNN

2
1

lim Τ

∞→
=Γ ττ طبق قضیه اســلیدک، ماتریس انتقال

( دارای تقارنی در ویژۀ مقادیر خود خواهد بود. بر​این اســاس  n

N

n
N Τ=Π

=1
τ

 ( )∞→L زمانی که طول سیســتم به سمت مقادیر بزرگ میل می​کند 
 ( )γ±exp ویژه مقادیر ماتریسΓ به سمت ویژۀ مقادیر متقارن به‌صورت 
γها نشــان‌دهندۀ نماهای لیاپانوف هســتند. معکوس  میــل می‌کند که
ζ تابع موج را  کوچک‌ترین نمای لیاپانوف، بزرگ‌ترین طول جایگزیدگی 

در سیستم مشخص می‌کند]23و24[.

زمانی​که طول شــبکه بزرگ انتخاب می​شــود در محاسبۀ ویژۀ مقادیر 
ماتریس انتقال یک ناپایداری به وجود می​آید که برای رفع این مشــکل از 

متعامدسازی گرام اشمیت استفاده می​شود]14[.

آمار ترازهای انرژی 

گــذار از حالت گســترده به جایگزیده را می​تــوان از​طریق مطالعۀ آمار 
ترازهای انرژی که در شاخۀ ابزارهای نظریۀ ماتریس​های تصادفی به​عنوان 
سنگ بنای نظریۀ آشوب کلاسیک دسته​بندی می​شوند مورد مطالعه قرار 
داد. نظریۀ آشــوب کلاســیک ابزار پرکاربردی در زمینۀ تحلیل دینامیک 
سیســتم‌های کلاسیک است. از​آنجا​که آشــوب کلاسیک بر​مبنای تعریف 
مســیر در فضای فاز بنا نهاده شــده است، تعمیم مســتقیم این تعریف 
به دنیای کوانتومی امکان‌پذیر نیســت. سیســتم‌های کوانتومی دارای دو 
مشــخصۀ اصلی ترازهای انرژی و توابع موج هستند که دینامیک آن‌ها را 
توصیف می‌کنند. ازاین‌رو برای تعریف آشوب در سیستم​های کوانتومی باید 
توجه خود را به دینامیک این دو کمیت معطوف کنیم. افت‌وخیز ترازهای 
انرژی سیســتم‌های کوانتومی )که معادل کلاسیکی آن‌ها رفتار آشوبناک 
دارد( را می‌توان بســته به تقارن‌های هامیلتونی دریکی از آنســامبل​های 
متعامد )GOE(، یکانی )GUE( و هم تافته )GSE( گاوسی دسته‌بندی 
کرد]25و26[. از​ســوی​دیگر طبق نتایج به‌دســت‌آمده اگر یک سیســتم 
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کوانتومی در ناحیۀ انتگرال‌پذیر )که رفتار کلاســیکی آن غیر آشــوبناک 
اســت( قرار داشته باشد، در آنســامبل پواســونی قرار می‌گیرد. ازاین‌رو 
تمایز بین رفتار سیســتم​های کوانتومی با معادل کلاســیکی آشوبناک یا 
 غیرآشوبناک با استفاده از افت‌وخیز ترازهای انرژی میسر است. در سال​های

اخیر، معیاری تحت عنوان توزیع نســبت فاصلۀ ترازی متوالی P(r) برای 
تشــخیص بین نظم و آشــوب در ترازهای انرژی معرفی‌شده است]27[. 
به‌طورکلــی اگر توزیع ترازی انرژی یک توزیع منظم داشــته باشــد آمار 

 
2
5

2

2

)1(
8
27)(

rr

rrrpW

++

+
= ترازهــا در یک چنین وضعیتی از آمار ویگنر 

پیــروی می‌کند]28[ درغیراین‌صورت عدم همبســتگی بین ترازها منجر 
به توزیع تصادفی آن‌ها می‌شــود و درنتیجه آمار ترازها از توزیع پواسونی 

 تبعیت خواهد کرد]28[.
2)1(

1)(
r

rpP +
=

یافته​ها
نتایجِ حاصله از محاسبات طول جایگزیدگی در شکل 1 نشان داده‌شده 
اســت که طول جایگزیدگی برای بلــور فوتونیکی یک​بعدی )شــکل1( 
با درنظرگرفتن امکان جهش به همســایه​های اول و دوم و طول شــبکه 
10000 با فرض توزیع تصادفی مشــددها رســم شــده است. این نمودار 
طــول جایگزیدگی فوتون را در بازۀ‌ انرژی ]5،5-[ به​ازای مقادیر مختلفی 
از ثابت جهش به همســایۀ دوم نشــان می‌دهد. همان‌طور​که از شکل 1 

2t بیشتر می‌شود طول جایگزیدگی  پیداســت، هر​چه مقدار ثابت جهش 
تابع موج فوتون نیز افزایش می‌یابد و درنتیجه تابع موج فوتون در مقادیر 
E=0 از حالت جایگزیده خارج و به حالت  انرژی خاصی، حوالی انرژی 
گســترده تبدیل می‌گردد. بنابراین بازۀ انرژی ]2،2-[ بازۀ مناسبی برای 

جایگزیدگی نور نمی​باشد.

نتایــج حاصــل از مطالعۀ گذار بین فازهای گســترده و جایگزیده برای 

هامیلتونی )شــکل1( با اســتفاده از نظریۀ آشــوب کوانتومی در شکل 2 
 )(rP نمایش داده‌شــده اســت که توزیع نســبت فاصلۀ ترازی متوالی 

2t نشــان می‌دهد. همان‌گونه که از شکل  نســبت به دو مقدار متفاوت 
02 نتایج با تقریب خوبی روی نمودار پواسونی  =t پیداســت، برای مقدار 
توزیع‌شــده‌اند. در توزیع پواســونی فــاز )جایگزیــده( را می‌توان در حد 
ترمودینامیکی بــا جایگزیده بودن ویژۀ‌حالت‌هــا توصیف کرد. در چنین 
وضعیتــی، حالت‌هایی که انرژی نزدیک هــم دارند ازلحاظ فضایی دور از 
هم می​باشــند و با همدیگر اندرکنشی ندارند و درنتیجه دافعۀ ترازی نیز 
نشــان نمی‌دهند. ازاین‌رو همبســتگی بین ترازی وجود نخواهد داشت و 
این ترازها می‌توانند به‌صورت تصادفی توزیع شوند، همدیگر را قطع کنند 
و هیچ محدودیتی در نحوۀ توزیع آن‌ها نســبت به یکدیگر وجود نخواهد 
داشــت. درنتیجه در نبود جهش به دومینهمسایگی، فاز سیستم به‌صورت 
32 نمودار  =t جایگزیده اســت و توانایی انتقال فوتــون را ندارد اما، برای 

بیانگر تطابق مابین نتیجۀ عددی به‌دست‌آمده با آمار ویگنری است.

به‌طورکلی اگر سیستم در فاز گســترده قرار داشته باشد، جمله جهش 
بین سایت‌ها موجب دافعۀ بین ترازها می‌شود که در این حالت طبق نظریۀ 
ماتریس‌های تصادفی بسته به نوع تقارن، سیستم در یکی از آنسامبل​های 
ذکرشده قرار می‌گیرد. برخلاف دستگاه‌های انتگرال‌پذیر، در دستگاه‌های 
غیرانتگرال‌پذیر، ترازهای انرژی همبســتگی قــوی با یکدیگر دارند و این 
همبســتگی مانع نزدیک شــدن بیش‌ازحد ترازهای انرژی می‌شود. این 
تفاسیر متناظر با اندرکنش قوی مابین حالت‌ها و وجود دافعۀ ترازی مابین 
آن‌ها اســت که فاز گســترده را برای رفتار فضایی فوتون تعریف می‌کند. 
وجود این دافعه باعث می‌شود که ترازهای انرژی در فواصل نسبتاً ثابتی از 

یکدیگر توزیع شوند و سیستم از آمار ویگنری تبعیت کند. 

γ< نیز برای مقایسه استفاده  در کنار P(r) می‌توان از کمیت متوسط >

 2t شــکل1: نمودار تغییرات طول جایگزیدگی برای مقادیــر مختلف ثابت جهش دوم 
E برحسب انرژی

3,02 به​همراه توزیع‌های مربوط به آنسامبل​های  =t شــکل2: نمودار توزیع P(r) به​ازای 
GOE پواسونی و
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}min,1{ تعریف می‌شود. 
n

nn r
r=γ کرد که به‌صورت متوسط متغیر 

مقادیر آن برای توزیع‌های پواسونی و ویگنری به​ترتیب برابر با 0/3863 و 
0/5359 اســت]28[. گذار مابین فازهای جایگزیده و گسترده را می‌توان 
2t نشان می‌دهد، نیز  γ< را نسبت به  به‌وضوح در شکل 3 که تغییرات >
مشاهده کرد. پرواضح است که افزایش مقدار جهش به دومین همسایگی 

منجربه گذار سیستم از فاز جایگزیده به فاز گسترده شده است.

بحث و نتیجه​گیری
در ایــن مطالعه نحوۀ گذار یک بلــور فوتونیکی غیرمتناوب یک‌بعدی با 
درنظر گرفتن جهش به دومین همسایگی مورد بررسی قرار گرفت. به​دلیل 
اهمیت جایگزیده کردن نور در کاربردهای پزشــکی، هدف مطالعۀ حاضر 
کشــف نوع دیگری از ساختارهای فوتونیکی با قابلیت جایگزیده​سازی نور 
بود. برای ایــن منظور از تناظر بین مفهوم جایگزیدگی و نظریۀ آشــوب 
کوانتومی اســتفاده گردید. نتیجۀ حاصل از نظریۀ جایگزیدگی گویای این 
اســت که علی​رغم جایگزیده بودن تابع مــوج فوتون در حضور بی‌نظمی، 
واردکردن اثر جهش به همســایۀ دوم باعث به​هم ریختن این جایگزیدگی 
می​شود و با افزایش مقدار این جهش، تابع موج فوتون از حالت جایگزیده 
مجدداً به حالت گسترده تبدیل می‌شود. همچنین نتایج حاصل از مطالعۀ 
گذار بین فازهای عایق و رســانا با اســتفاده از توزیع نسبت فاصلۀ ترازی 
متوالی در نبود جهش به دومین همسایگی فاز سیستم به‌صورت جایگزیده 

است. نتایج عددی به‌دست‌آمده مطابق با آمار ویگنری است.

2t γ< برحسب ثابت جهش دوم  شکل3: نمودار تغییرات >
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